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Πάν γνήσιον άντίτυπον φέρει τήν Ιδιόχειρον υπογραφήν τοΰ συγγραφέας

Διεύθυνση συγγραφέας: Ν. Καζαντζάκη 14, Πάτραι 26442

Απαγορεύεται ή άνατύπωση, κ.λπ. ή μετάφραση τοϋ παρόντος 
ή καί μέρους αύτοϋ ανευ έγγράφου άδειας τοϋ συγγραφέας..



ΑΦΙΕΡΩΝΕΤΑΙ
Στόν άείμνηστο πατέρα μου, 
άθώο θύμα τών σφαγέων τοΰ Έθνους, 

έπί τή συμπληρώσει πεντηκονταετίας, 
στή σύζυγό μου Φωτεινή, 

έπί τή συμπληρώσει τριακονταετούς 
έγγαμου βίου, 

καί στούς σπουδαστάς μου, 
έπί τή συμπληρώσει εικοσαετούς 
διδασκαλίας μου.





ΠΡΟΛΟΓΟΣ

Πέρυσι αίσθάνθηκα τήν παρόρμηση νά κάνω κάτι γιά τόν αείμνηστο δολοφο­

νημένο πατέρα μου επί τη συμπληρώσει εφέτος πενήντα ετών από τή δολοφονία 

του.

Αφορμή γιά τό θέμα τοϋ βιβλίου είναι ή κόρη μου Μαρίνα. Φοιτήτρια τής Φυ­

σικής Σχολής μέ απασχολούσε στά Μαθηματικά. Καί απ’ αυτό μοΰ γεννήθηκε ή 

σκέψη νά γράψω τήν παρούσα έργασία.

Πλεΐστα δμως προβλήματα τής ζωής μοΰ έτρωγαν τό χρόνο μου. Αλλά τελικά 

έδωσα ένα μερίδιο καί στά Μαθηματικά.

Βέβαια δέν μοΰ έλειπε ό άέρας τοΰ συγγραφέα, άφοΰ πριν άπό είκοσι καί πλέον 

χρόνια δημοσίευσα «Τό πρόβλημα τοΰ Απολλώνιου ή των επαφών» (δύο βιβλία) 

μέ ευμενέστατες κριτικές μεγάλων ονομάτων δπως τών Δη μ. Κάππου, Μαυρ. 

Μπρίκα, Εύαγ. Σταμάτη. Ούτε ή πείρα μου στά Ανώτερα Μαθηματικά είναι λίγη. 

Είκοσι καί πλέον χρόνια τώρα τά διδάσκω (Κ.Α.Τ.Ε. - Κ.Α.Τ.Ε.Ε. - Τ.Ε.Ι.). Αλλά 

καί στή Μέση Εκπαίδευση επί δεκατρία έτη παλαιότερα πέρασαν άπ’ τήν πλάτη 

μου δλατά εκπαιδευτικά προγράμματα τών Μαθηματικών.

Στήν παροΰσα έραγσία έβαλα τόν τίτλο «Συγγενείς συναρτήσεις», διότι οί συ­

ναρτήσεις ψ] καί ψ2 συγγενεύουν πράγματι, ή μία γεννάει τήν άλλη. Παρατηρεϊται 
ένα γενεαλογικό δένδρο.

Ώνόμασα τίς ενότητες πακέτα, γιατί πράγματι οί ψ], ψ2 «πάνε κουτί», πάνε πα­

κέτο, σέ κάθε ενότητα.

Έθεσα καινούργιους δρους (συγγνώμην γι’ αυτό), γιατί βρήκα καινούργια 

πράγματα καί έπρεπε νά βάλω καινούργια ονόματα, γιά νά συνεννοούμαι μέ τόν 

εαυτό μου στή λύση τών πακέτων.

«’Ώργωσα» βαθειά καί μάζεψα δ,τι προλάβαινα μέσα στόν «κήπο» τής Μαθη­

ματικής Επιστήμης. Υπάρχει δέ πλούσιο «έδαφος» γιά «καλλιέργεια» καί έρευνα- 

αλλά καί γιά θαυμασμό.

Έθαύμασα γιά πολλοστή φορά τούς πρωτεργάτες τών ακριβών επιστημών, πού 

μέ τή θαυμαστή διάνοιά τους καί εργατικότητα βρήκαν καί παρέδωσαν στήν 

ανθρωπότητα «εργαλεία» αξιοθαύμαστα γιά τήν πρόοδο τοΰ ανθρώπου.



Έθαύμασα τόν μικρό θεό, πού λέγεται άνθρωπος καί είναι ασταμάτητος στήν 

ενεργητικότητα, άπληστος στήν αναζήτηση τής γνώσεως, άξιολύπητος στόν πόθο 

γιάάνάπαυση.

Έθαύμασα τήν όμορφη μαθηματική πλοκή τοϋ Γεωμετρικού Κόσμου, αλλά καί 

τίς παραξενιές του. Στή λύση των προβλημάτων άλλα περίμενε ό νους μου κι αλλα 

αντιμετώπισε μέ τή βοήθεια των «εργαλείων» πού μάς άφησαν οί σοφοί.

Πολύ όμορφος ό κόσμος τής ύλης! Άχ, νάήταν έτσι καί τής ψυχής!...

Λίγα μόνο πακέτα παρουσιάζω:

Στό πρώτο δίδεται ή γραφική παράσταση τής ήη = ί' (χ) καί μέ λιγοστά δεδομένα 

(πού αναπτύσσονται στή θεωρία) κάνομε τή γραφική παράσταση τής ψ2 = ήη2.

Στό δεύτερο πακέτο: Έκ τής ψυ ομοίως, προκύπτει ή ψ2 = ε >.

Στό τρίτο πάλι· έκτήςήη,ή ψ2 = 1η |ψι|. Καί,

Στό τέταρτο δίδεται γραφικώς ή ήη καί κάνομε τήν ψ2 = 1/ψν

Παρτήρηση - σχόλιο: Τούς αριθμούς α/β, β/α ονομάζομε αντιστρόφους (δέν 

μιλάμε εδώ αυστηρά, καθώς καί στό βιβλίο). Επίσης, τίς συναρτήσεις ψι = ί (χ) καί 

ψ2 = ί’1 (χ) ονομάζομε αντίστροφες πάλι. Πράγματι κάποια αντιστροφή γίνεται καί 

στίς δύο περιπτώσεις, μέ τό μηχανισμό τής καθεμιάς.

Σύγχυση δέ επέρχεται όχι μόνο στόν διδασκόμενο, άλλά καί στόν διδάσκοντα. 

Νομίζω πώς τό όνομα ανήκει σ’ αυτόν πού γεννήθηκε πρώτος· στόν αριθμό.

Τελικάτίς συναρτήσειςψι,ψ2 = 1/·ψι τίςκατέταξα στίς «συγγενείςσυναρτήσεις».

Τά σχήματα, γενικώς, είναι καλά. Θά μπορούσα δέ νά τά κάνω καλλίτερα. Άλλά 

προγραμμάτιζα νά «συνεργαστώ» μέ τόν εοΓπριιΐετ καί νά τά κάνει εκείνος καλλίτε­

ρα. Ό εοιπριιίσΓ όμως ήταν ακριβός καί τελικώς δέν «συνεργάστηκα» μαζί του! Γι’ 

αυτό καί δημοσίευσα τήν εργασία μου «τή Ιδιοι χειρί»! Άς είναι έτσι. Χαίρομαι πού 

παραδίδω τό πόνημά μου στήνΕπιστήμη.

Άπ’ αυτή τήν εργασία θά προκύπτουν νέες ασκήσεις· καί θά γίνει βοήθημα γιά 

νέες εργασίες.

Πολλοί θά ωφεληθούν πολύ- καί θά διευκολυνθούν σέ πολλά.

Ό υποψήφιος άνωτάτων σχολών θά κατανοήσει πολλά· ό δέ σπουδαστής καί 

φοιτητής, θά διεισδύσει βαθύτερα στή Μαθηματική Ανάλυση. Καί ό καθηγητής,ό 

ερευνητής, ό φροντιστής θά επιταχύνει τήν έργασία του καί θά κατασκευάζει νέες 

ασκήσεις.



Ασφαλώς δεν είναι απίθανο καί γιά τόν Μαθηματικό - συγγραφέα νά τοΰ ανα­

καλύπτουν λάθη. Τά Μαθηματικά είναι «έν ού παικτοϊς», είναι χάος. Καί ό συγ­

γραφέας χαίρεται όταν συναντηθεί, μέσα στόν Παράδεισο των σχημάτων, μέ ένα 

άλλο «περιπατητή» πού θά τοΰ είπεΐ: ^κοίταξε, φίλε, αυτό τό «δρομάκι» δέν παέι 

στό σύν άπειρο, αλλά στό πλήν. Ευκαιρία γιά συζήτηση.

Όσο γιά τό γλωσσικό, χίλια συγγνώμην. Κι εγώ βλέπω τόν εαυτό μου πόσο 

άλλοτριώθηκε, όταν διαβάζω «Τό πρόβλημα τοΰ Απολλώνιου», πού τό έγραψα 
πριν 23 χρόνια.

Παραδίδω τήν εργασία μου στήν επιείκεια των ειδικών.

Πάτραι 25 Μαρτίου 1994

Αναστάσιος Φιλ. Περιστερόπουλος

Υστερόγραφο: Πολλοί μοϋ είπαν (ακόμα καί ή Μαρ^ι) πώς τό τυπογραφικό στοιχείο 

είναι γράμμα ουδέτερο, είναι ψυχρό, νεκρό, άψυχο. Ένώ τοϋ χεριοϋ τό γράμμα είναι ζω­

ντανό· αισθάνεσαι τό δάσκαλο δίπλα σου, αισθάνεσαι τή λαλιά του.

Γι ’ αυτό, τελικά αποφάσισα έτσι.



Άπεικόνισις τής πληροφορίας τοϋ Βιτρουβίου (ΑκΜί. VI Πρόλογος) καθ’ ήν 
δ Σωκρατικός φιλόσοφος Αρίστιππος ναυαγήσας έζήλθεν είς άγνωστον νήσον, 
όπου άνεϋρε γεωμετρικά σχήματα καί καθησύχασε τούς συντρόφους του είπών 
ότι ή νήσος κατοικείται άπό πολιτισμένους άνθρώπους (τά αύτά λέγει καί ό 

Κικέρων διά τόν Πλάτωνα ϋε τερ 17, 19).
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νχι ^<^·
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ΤΓΑΡΑ ΑΕΙΓΛΜτΑ

1^1 4ώσ^ϊ^$^4ΐ5 ιΜ^'^έΐύΙ ^^-^-Ι.ζ'
γίΠ( τ^? (^-1.^.

"(| βαραύο^ ^ = χΜ.ί 

^6-^/νΕ-ϊ χσν; άζ* ΰΎ\'
ρ ιι* --^) , /ι^'ΠΤ-η^#).

ά\ Ώ2Υ^-

< 1.1

X -+
' I > 11

Ύΰ ΜίΡ05 Ίί4!Α

Ζϋ ^(9$όζΙ*\ 

Ή ^σ/<ν τί^Μ'ίΖ

Ζμν &^0( ΰ'^έ'ίτ ;
ΒθβΤ^-Λ-Γ, ϊ), Β'(^*+α?, 1) 

ι/.06( ΧΖ^ ϋ'ΐΌ Κ(ΰ] ί5"Χ

</αί _ Ι^- ί.ίΊ = -χ^ + 'ί.ζ' ^<^-^<χ<+^+/4 
^Τϋ Η(ϋ, <ή ^-^5^ ’ε^ ζζϋ

Μ'[\“ 0ι ^^-(.-1·^ Μ.^Ρ =

Ήί^'η'ΛΐΛ( (§“ 3, Ι? ) &ί//^ ; /- λ5-<5· Ι'Ί.Ζ<^χ<^^ } ζ

= !(^-ή=-ο ^ί=(/ί - χ-’ί^-,^ί ϋ^.ήΕΓ; =
- £Υί<ά?) --Ι.ί'] = (ο.ί-ϊ.ι) =7 . β»τ ιΑγ/ώτ

β' (+^ - ύ έ/ΰΜ/ε -α&μΑ^,
,Γ- 0 Γ\ / 1/ . 1 I ’ / ,
Ιίό'ίόβ^ 0 I -ο.·^^χγ ιζυρν*\ ■ ιμλ ιΐσι^η ξχα'σς

(~0.^; ο.^)^
: £ν^θΡ^ν(3-ΛΛ έ//^ ΧΟ( <{, Β^ ^ -7^

-21 -



|^.ί<Χ< + ΛΓ;

Έ^μα, ^3?χ; \ &/.% π* ΰ*γ£^ )
- μ.£; 0)>

ότγ Γ(-^& -Ί.έ, ΰ) -αΰκ
» ? · /

Έ<&(δ^, Ή Ύέ^ίΙ ™

Γ'(^ -<<;? (ζ).

Καϊ ίΡ) £;$) ■ /*</<< /-α<χ <ί.? , \<4<^ I
|Χ<Η·«/ <{<1 /<^<Χ<<£ / 4.6 ^Χ.

I (X ™ ? *
Τΰ ΟΜ Ή ϊΟΜ '^Οί^ Χ<-/,$*Όί 1ΑΖΧ

^Αέ?0ό( ΛΛ&λ Ο(ι&0 Ζ^ί 3) .

ΠΤΕ^/^ ρ>(? } .

’" \ , ^ , I
^ϋ^°5 ) χ1* τ<ν ^■<:ψ(^^·

3('.<-/=-«, ^^(^")- 

[(-·2Χ)* +(-Χ*·^)(-*)] - 4 ^Χ1-^)~0 χ4=-~ ^τ

χ=±\ίτ > ιφ^)-64^Λ-4-<<4* “'·“■
ζ^,ίΐ) , ?'^>^), (^·1^).

Θχ τ^ν ζ^0 δ-. <ζ.

Ύολτ .

Ε>^ί·· ί3(6)-^-^ , ΧΜ^'ίί' χ’-'τ
4 - 3Χ^ . ^(χ) = -^· -/εχ?· 'Κτο(

ε(ΥΜ ϋ %Ο^ ΰ'.-ΙΙ, ΖϋΓ< .

"/Ιυ α9^< 1/Ο(^εΰ·0^ε - 3Χι ε){ΰ>υ^ ΖΟΤΕ ϋ4^

ζιζ^γ,ίχ*\ χ μ ^ίιίΐ^, ζεζΰί^ξγ^ =

( ^ί^ίΐϋ IIχ'Οχ ά ά<θ&Ϋ
ζεμνεχ τ4/ ^-3Χί 6-ζά β-Λφεϊο ν'. ’£ν σ'ννδ^'^
άϋΛί’ Ζ& Ν’Λ. χ,’Οχ ϋι0α>ιγ ’τψνεί

-22-



ΰ"ΐΰ ζΰ Ν* είγχι 7ο ν^εΐσ

Τ4ΐ$ $ .-(-χ1 + ο) χο ίΥ»( α^1 &υο.
//{

: Σζμ^ 53'^χ4 ϊ = 4-χ*~τ V- (ί) = 
- 1|*)]1 - ± (τ^ . Κ&- Μ*ν (κΛ) ~ 3Χ*^ 3 [±(ΐ)^ = 1=^

ΓΕΝΙΚΑ:
^Εο^α^οΝ = Κχ*-^ ^<2^ 

ν^χ!+;0'·

«)Ί< *>° , ί>0 ~’’ ^1 

εχ& >ο ' Γ^.
’ I ·> I I ·>;

Ε/Ϋο4 ζ/οΡΛνΐν» <γ<^ '^ν α~

^<ί< Υ<^Λί X Ά
Ζ^^ξλίο^ΐιχΐ <4ο(?χ Τος^Ι)- 

(ΤΐΧ ( 1^1 ξβ) ΰ()

ϊ , $ > *0·

/Πν Κ<5 ,^ι /ο

<0 - ^.

ΕΐΥύίΙ, ^<ί(οτ^(χ/^. α[(^ ^ν οί-

^α>Υϋ( γω< χ 4ίέ2Ζ^ ΐ/^<Υ Χο/^να/Χ2^

ί®·^· ■?> ί5, «,«, I) *).

X) Κ^<0 ) ιδνΰ ν^ιγαΐ'/» ιζ^ί-νι ^ί ««χ > Ο 

4(σ^ ^ε 4*1 ι-η <.ο .
Λν ^ χο } κ> ο } Χϋ7£ 1^1^
Ί/^^κ<υζμ 'ΰώφ&ΐε&υρ κ ; > ο .

-23-



(2ΚΧ)? + (ΚΧ*·^) ·■■ = ^Κ(3ΚΧ* +^ - Ο

- χ--±Ο? > 400)=[κ(ί\ΑΡ/·υ]'···=·^ι’.

"Α^ (Χ,Κ ^^ΰΙΙ ) ^).

@ο< Ζ<^<γ Ζΰ'Ί Ζ- £ΛΥ 6<<Χ· χων .

£ΐν«<; ν^'-ίΗ’,

^χ-3ΚΧ? β ζ 3 κ’χ^■ ^3(χ) =^-· ϋΧΧ^Α^Χ*·

”Η *? ζ ε^γίχζ ο χ'.γ. τ^ζ ΰ',^· .

Κ^< - -3 κ.χ? > 0 ,νι :
ΤΜ« μ Ν^;^) γε^//υΟχ ζ^χσσβ* 

νέο Η'. ^ίχ^χ γ^ΐί^σ'^ ^3=

“^κ\^ 5Ύσ Το Ν,Ζ £ΖΥ«Ζ Χΰ ^0( φθ^ζ^ ίνϋ ^ΛΧ^,ϋ.Αλ,

: Στ^/ννν “4ΚΛ4 £ϊν»Ζ ϊ ”^Κχζ^> Χ~-(^) = 

+Ρ γ ΥΛ ίζ ’
^ί^Μ«ΐν ^-|ιx^ι/^ = -ΙϊϊκΜ · =
' 5(-κ)χ* - 3ΐ«|χ’ ^(χ.) -^Ρίϊϊκζ/ί-5/^'ΓίΠ

| ^4.5" .
·>. ί ΓI % {

ϋ^ ϋΐ ~(^κχζίΤ^) ^<5 κ<ο , ε^,ου^
|.

'ΥΟί

ϋ.
\ Γ ■>/->-/

44. 4&0<να? ^Ζ>Λί $ν ^έί¥ 4 - 4 , 
- , Γ— γ 0. ΐ£’ν« Γϊ' *„-ί(-^) ( = ίΊΐ· ~ί^

ΚΑΤΙ ΑΚ0ΜΗ (^νιαύ^ο)^
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Είνχι · = χχ*+ & + χ ο<-(χ* + £ *ι- {)-

'/|ν Χ^σν^ί ζ * _Ρ -X } α~Κ , --/«/

ν^ ^·>ρ-κΧ!^ ν-Χ ϊ^χ^^κχ1^/.
^.,ί/σ^ε Ζ4€ν ^σ-η^σ-ί/^^νΛΐ ^ε <β<ζ^^Ί

μϊ'τι/ΐαίΰΐ&'* ο^ωί χαύ '<χ^ί<γ χαΝ

\=-ί ■

Μ! ΚΑΤΙ 4ΚΟΜΙ4 ■ δίΫ^όΤ^α/ν»! ’φΰαΚ'η

Λ ί ΡίΧ^·/- ^Χ* 7-χ . [(ναι 11 - *γ\#χ\γ-χ[(Λ£) - --Τ*!-
<·*< <7$ ϋ >- <*> λ^-οΓ
= ('/ό<·χ5+ ^-) —<^>0

οΝΤΙ^ξΤ^ ~-ύΤΧ< ^χ<γ) ιΐ 4- —ΐ-~^ - Γί^ζΧ^ί 
5 χ 7 4<< ' 2* / >

αγ \ +~^~~ = %ί ? Ί^ = Κ>ϋ ) ιλολ'

— Χ = ('ι<χ^.)’, Λε’ Χ ^χ8^.
ι ! '> > Γ Γ ) (

4^., ι$ι* γ·^ «θ'γ^'νι^^
Έσν Οί^βΧ^ Τ01Χ ίίΤ^^εγύΐγ 5Ύ1ν\ Υξα( ^?6/λ4 - -

^{ύ^ΐξ: Ο(Χ ΚΙ \0 , ^ύ. «?)//£) - κ η ^>0)

^ογΟ ^ίη γχ5 · φί^' ^ν

ί
^<(7; ίχ^^ε $νο ^141 τ<5 . Κ^' ^ν ,^ = ΰ} <5^. /γ^

,~~ε Ενχ ύ»α(/Μ..
€|( ^“Χ*-^Χ4+4 εχ?ζ δ^νο ^ΐη ζ^ιοχι ί* >(? ΊίθίΧ β
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0, (-«Χ^

Εέ/^ ) $^· «^05

ΊΐίΊτρσίχ' Ο(θ,ΰ) ιλαλ Χ'ίλΜν&ζ Κ-4 

ί^-ΟΑ = -χ*ή ; $μ^. .
*?

'ί ζ^ί ΐΜ >’ί^ 

_^-Λ<0^>· I

Κ,^, ^-^,^,), ^3·

<-ι ι

4“_ X /) ΐ /\ί λ $  1_   / / - /Ί Ί"
'Γ~χκΐ7 ’ όι '-' ('Χ*·η)Ί-χ1·^ >

^^-■ι <» ^ιμ ι ^(ή =«« (^/^,Ρ,^^/,^Ί'ί.,ί).

I ; ξίουΜί -αοι4 μ*

Ζ + 1ί_-/
Ενψ«<ν&^Σ·· ”//

Ίΐα-^ί^&ογΐ. ) £(^ —

^χ*Η Ι^χ^ "°^ 'Μ^ΐ'ασρβ’ϊ βάφουν

ε^ίί^ΊΙΐίΟίΙ^Λ

| [χ (-1, <)/ " 4 ; ^ =

= -5,^χ’·< ΙΑ·

ΕίΧίχΚ Χ4-^ , /-

ί/σαΊΧ^Λ^ ΐΐ€^ηο&{7

Ο Μ }αΐ\0^

<Ζ^ι>( Ό,'^'νήΐ^^

-26-



ΗΛ V = Χ'- < ; .

, I <°ν
?,ί,^Λ<), ^'χ-ττ^ > ν^,τΤ’^ 1 Γ«>

, <--!=■ , ν-^Ξ7 , ν^
'ίρ ^Ε^.1(, ) ).

Ε$( οίΡ^ν^Ιίί αααΛφβΐυΚίί 'ΐΛ')

-ιζ,οί

04/5

^-ί*; ίνά/ 'ή δΐν ^· ίΰ, §2;!-)·

ε4(<Μ«Λ) I ·' ξρο<φ? λ{(ιι ργ

^1
| χ ?ί/κ^ τον (~1^) / ΰ^ζ^'Σ^ΐ-ι^α/^ ][: Τλ*λζ = χί- ή

Ϊ^·Μ, Ιχ, ,5 ,Ιχ,,/,} Τ^.5

2
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0 ^--^χ , νί^4^·

' ί{ ^ιχγΐχ-*) α^^'ΰΎα'^ ^Υο<Τ *! ρ^Ζ"*) ^ΙΊ^ίσ-

Α. &Μ ^^>γχ , ^-^)1, «« >$

- - ^^'Χο'^νχ ~ ζ £&υν2)(' η
~ ^ίΛ - ^[σ^χ^χ^χ)] =

- βΛΛ|Τχ - *^ΐ*Χ ) ~ ■

Π<ϋ % · έ<ν^ ~μ^2χ -ο

χ_ΰ. ,"Α^ κ = θ -<■ Χ.--5 , Κ = -< Χ,:^ , Κ^~»ΧΛ

= <ι?..., Κ=-1 X, =-τ , Κ--« Χ-ν'" ,

(Ά\ = 2 -- ?^σ") = ί« +«·
<αί ί»χί <^·^·

% κ = «(>«« = ^()„)
=Ζ·^(ψ) = +ί>ο ■ «« ^η) - 

''4ρ^, »ζ4 σ^ε<ζ ('ΓΊ;ΰ)) 

'ΜΜΙ Ύ'Μ .

Κ 2 ^ριζϊσί - ^|Η =
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^^π + ^Μ-ηΛ-Η.

(-^}ΐ) > (^)ή) ^·<£· ^°<φ?

μΜ ^λ.

Π* %«· - ίιγοίι, - % ίυ^-$

&Χ ~ κη X- Ί? 4 5 · Κ~0 ~+ Υ^.ϋ - γ" ;

ν- — ·Τ □ ϋ- — — 9 χ^> >ί ~ π + ~Κ “1 Χγ.ιμ - Τ4 ~ ; κ 2 Χ<Γ·44 " ΐ ι
η Π

*--1 - ^..<--ί^--^ ’ 
Λ

, μ? · ' Ή<ζί ζ + £) - ^Χ>^. + = (- γ") Γ·

■)>
ι Λ ) X) ; [ Λ 7 ■? / 2

έχνρε ^^·

< ι ί ■ ’
ονϋ &*Ψ> Μ Λ/

·
ίϊύ^} £3,1^/,)
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γ-η τ<γ ^ΰ9<γ/ίν>> -ΐζοίτοτ γ .

Εκμ : <^νχ ; ^"-^χ )

-*γ*χ).

ι Γ
τα^οτ ^3νζε>ί&ΐΓ^£·

~ ΰ'νχχ ϋ'ν^χ^χ’

η; ΐ<ι/>ότ^ γύ &Μ

Υ4 5Λΐ^χ-(7 ίΧ&Λ. ΰυχχζΟ-

'/Ιιΰν Ύμν (βγυΜ*ι:

ηίΧ = -{ χ~$κπ- κ = (Ίκ+ι)π +■£· .

7^0 χ-ί’ΚΠ-^- .· Κ-0

/
4ώ&Λ

^κ=-χ-,

/ '/ μ „ < /
- ~ &■ - _ 1Μ - ό*ψ· πτ-Μ νύ&^ίζ ίν^

^Ιζΰ\ΰ \(^'·}) -ίϊ’^'
= ί I ~ Α V ~ ■ Τλ αυτ/χ ξίΧοα Ί(αχ ΖλλΧ> λ^1 ·

κγ^κ+^π+·^ : χ^ο χ =π+&ζ?1.’

Χ4 '3Π+ I -"V1 ? κ-Η 7
I < I 4 , /

χ_? -3Π 4 γ ~ - ψί ’ 5^. βί ί/^χ^

( -Ί 1 (- "7^
ε\Γχ ζετβίο

^[|4^0ΐ-ί^-)| -({’ί) ~0. δίχο^ 4ίαλ

4θ<? 2:.χ 5ε</?^Μ τ^χ: 
Γ/ν/Χ-6» χ-Κη + Ι- :Κ=(? Χβ=Τ ; ^· Χ.-Π+

7-Κ ; + --^;···7 Κ-'ί -τ Χ^-^ +

+ ι --ί/*·Η·' α}^ κ
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- [~^4 'νψ^Π+Ι

~ . ~7?

£ ί β / Γ’ -*/
- Γ ί +.^(π 4^-)] χ ^(-τ) - ο·& ■ ϊί «*-

ν Ζ . ( ' > '
|/γ Λ 'ν&χμουν 5ιΧ> τε^ι*

3.^ το ίμλ 0Λ5 το ^<?·
|—' ίί* "> I ί -7; / / <:
Ηβ< ίΛ^οα ο^ίζ^ ν

Κ'9Λν’«ν ίτ'Μρί^' ν<Χ ^έ1·

Μέ χ;5κπ-Λ ^5(<[Τ.^-^ρ^ν^-ί)"
-γ'γ^·() —- ί Ρ'^Υ-ί'-) - {η,('ί)-'ψ’('<ΐτ 

= ? Γ(?Μ6 ?) - (--- 5(4*ί -ί) -ί >ΰ·

·>ί 
^ϊμ ■

Μΐ χ^)π + ^ -ϊ'ι|?Μ''*4]:;?Ρ“''ί'ί'Η,)π^)' 

“ $ "Τ Ρ4*”*" -·>ψ<ί/·’Χ«)'<+ = Ζ[«Η'ίπ*^ - γ*γ (ι’·>^-)~ 

-ψί^ί-)] -- ϊ Π- τΛ Γ (-ί)-ΗΪ^(^Η):Ρ °· 

Α|>¥ ^ίΐγ· ^ψ· >

4έ χ-κπ + ^- $(κ”<·τ[·
-*γί*”+ τ) -ψθ«+ Γ)] = χ[ν-
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ΗΗί^Η Η, ίτ;
*η<ψ \ .

Π<ν ΌΧ σ. 44.. :

Γίν^ ~ 3 ^ΑΛ)^ ~ Ϊ-Λψ^^^χ^ ~ ί 

- Λ >νψ Κ - Λψ3χ - β - £ ΛψΧ - Λ^> - -

- Ο ιΛ0Α 41^Χ - '-------- ' ' ~ --------

Ο.ί «α^νΐ</ ί ^ί<^ 36°

Μ'Μ'Μ ί -5^ζ.

χ"3^Κ+3^ ^(Ο. χ

7]* Χ^3^(-Ο.^έ^'«),

Η-/ Ζ^> Χ^3Λ\3Γ} Κ^-ί Χ.^-3^+3^ ^■(3)^ 

δν<τ <ζ^ν ε^

^·
^ή>0 ΐ^ ΓίΛ^π ; Κ-X, ~^-3^ 3.^-ο.έ = 

. _ ’ ■> ( χ
^ί.ί 6Έ ^τιτ(^)) χ^ - 3"(3σβ-3Γ;

--Α%0ο-36β> ρ ^ο.ή α Α.Ζ ■ ^Υ

7^ ?<<γ ^ι©νσ ?££&(& ^.Η.

Χ = 3^Κ~5·^ν Χ=(^)^Ο°^^σ.

Τ^ί ^<3^: γ^-0 ^€^τι~

νιχ), Ί \ =360°- 5Γ) Κ--1
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|4^0 Ύί'ΜΐΟ ίΤ>^.

’^0<7 £*1 ^ξύτ^ : ζ\> )ς ~4$θ"ϊ 57^

ΓίΜ^’-ΐβΓ ? Κ-Ί Κ^-ϊ^’^Γ^-3.^-Η ~-3.1ϊ

$ε χ^τΐΥίΧ^ -«■ ^.(θ·) με ^ΛίΗ)~0./’ ζΓ^. ί^έ εν^

ν&^ΐΐ ^ίσ ^Οίϋ ΰ'·^·

-Γ I ' ίΙ λ/ I Γ , ,
εχ^ ^μ<χ ΐίΚΊ&ροί

ΰ'.'α. 'ϊΰδ/^ τ εμ<ψΐ ζχ μό.ί) ^ί>./) 

[0.6 , 1.^ 1Λ0Α ^.5-} Ί.ή .

Χ; δ·, ε, §? Ιβ>,^;

ϊ- <*! .

-ι^'Λρχ νι^ή-χ/ ΐ/ξ-
^τούι ηΐίΜ ^άί «ώπν» 1- ί $*>λ . ί/ 4 

--^1-^, ^ΐί, ·α> ι^ί^ΐο

1>ϋ οεμΐζ)^ «ε)?·)[ιχ >> γων <^ζγ 'Π'&ΤΛ/ Ί^ϋ ύ>.^ζ'
1 ’ I ■> I I , I

Αχαλ "ίο (χμε^αϊζ «<^{^τ^ι>(>>} 2..2$.

4+^Χ
7
^“* ν-^χ, 

"ϊ’ = ■■■ ~-ί(&γ'χ ^Χ-ϊ).
ί~1θ( Ζ* ο(Ίΐρ&Ζ0(Τ0< Τ^> ■·

ΐ^νχ ναι

£<ν4α χ 2 (Ί+*γχ)ρΜχ ~0 ζ^- <αΧ

$βΌ τ^υ/ ί^ρω^ ·.
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- [ί +'ψ(?κπ-χ)]*= [α^(-^)]ι=(ι 
Λ 1 1 IΪΜΰ δ'εχ/·^^ ·.

σ'-ννχ ^0 χ κπ + ~ ·· Κ~σ ~ , Κ'-'ί Χ< - Π·/-| >
Κ--ϊ X-,--Π +-^--^ )-ΜΚαζ ^?(κπ+^)-[',1'Μ1ί^π+^ =

-{γ ±ι)1 = 4 * 0' /
Ε/'ζ/ζζ

^ίκπ + 1^ - ϊ -^Ή^Εκπ-ίΛ) Υ + γ =2 ί*

σΖ'Λ
ί^Μ (ίκπ - Λ) = -« [^'ρκπ-+^ί«Π-ί)- 1] -

2>ο ■

'Ε&ΐνΜ, --«^^Υκπ-ίΛ) |^(κπ+^)-
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' ■ ’ < , Γ

^*Χ ΐν ΚΠ+^

2κπ--£ ; τ<7 οι^ΐϋ Ι^Αα^ξ.
(\ V ζ<ν θ'.44. ζ>η5 Α ■ 
.................... ................. .\ '

Ίί ^--5 (£Λψ?χ+^·Χ-ί) ~ (7 , 

^νφχ _ -5 ί<7^ _ -^3 __ >τ 
' 4· \--ί

3
2*^ Χ^Χ~1 = 0

^ψλ σ 2 ~'1ψ X ~-$κπ +-^" -ιύΧί χ = (ί Κ*4)π ~·^- 

Χ^^ΚΠί-Λ : Κ^σ Χα-^- ) κ = ^( ,

Κ~-·ί ^· χ( --&η -(-λ ,

Ν\ί X ~ (2κν4)π-Λ. : Κ = ί?^Χ-Π'^'-^,Κ^'ί^ 
ο 6 /

^Χ^-ί X - ^χη - -2- . (ΡΗ^ε^ οϋντ<=< ζί^οςκ

ΟΌ. 4^(41 .

Β^ίώί :

Τηιιι'^ 1 ■■ 1ί ^ρονηίβΗααύ',Μ.

I: ·'^Ϋ = , =ι:^^

-ΜΖδ ^ΐο( γροΐγ^ ^4ΕΤΖα&^

- Η< I - ί->ι φ*^χ/ ~ I Ί-^χ/ - Ί-Λψχ
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Γϊοί ο(Μρντ.ο<ι&(' Χ^-'

ςΙνΟΑ χ' = ? Ρ·5" +^λ) β'^Χ = ί? <5" X - 0
1 Α Ι,ΓΤ 4. -2-

^^χχΗ,ί ΊΑΟΑ. ^χ-0

*.=ζ >><, = π4 > >^ί·ΰ· ^^(^4)=

,^^ + ^ζκα + ΐΧ^^Λ ί<)' =('?.?/= ί.?ξ -» (,0-ή -ΰίζ '

~ί ' II
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Ευ/α{1 ^'(κα + £) = + ~

4(ί ϊ/+ 3(1+) - - (Η- 1 3 -·?) - " (% -3) - (μ κ : οΐρΐ·1<^-

-_(5 + 3) <Ο ^αχ ί+«< Κ: ^Ε^/ΐ^) ~3) -

--(-/) - +■/>{? ·νΆΪΉ..

Πχ τ<* ν.τι. Μ, ;
**< 

Η>/λΖ ~ ~ ί^η^ν +3^Χ ~$) =■ ο +3'ψχ~^=θ

...... -3 ±\[3~^ -3 1/^7- - = $ — Χ_γ
' < ' ι

0.^3^ 5έ ^4ί^ν(<Υ Μ %ζ° .

Χ^3^Κ+-?5°

’^άδο Τ^4 ί^α?ΓΛ); κ-0 Χο-£5° } Κ? 3 Χ^~36ΰ\^;

Κ--< ^>· Χ<γ =-3<ί(7°,) «·β·(&·7 (^ΚΠ +α^.30) -

χ [^.ζ {ΧΚΠ-ί #.#33^ - 3. ΐ ' $■£ ίν'Ύ -ΐζυ^ ν ~

( Γ Λ 
ό3ο(^ξ4 γογο ΖΙΎ<0(0 β··α. .

Ί{<^) : Κ ~ί? Χβ ;■ -<?.^33-

-€,ί); κ^ϊ \ - > Κ^-1
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"(ρχ ^ = 0,ί^. Ο {(ή-Οΰ ««1^-$=° 

~ <1'·1 ~ ί^-!~

"«()«, «ν -- ί = ά -^ί ζ- Ο

ΥχεΚ. Κ^ αν ' Λβ^ ^· τΛ^ί” ] =

Αο< + /χ -' <χ^>
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ΊΜΐΑΜΓΜΊΐ

^} = Α^ (^),3) ν??Λ !«<χ<|, ^ = 4 <ι°4 
4) \ 4 Ρ<χ > (τ^· $ νλ’ Ιχ^>

41< (Ι^). () =-ί<μ 1~^<χ<ο ,$^(τ«>).

ΐ) ν^χ Η*/ ν^4) 44 ζ) ν^Η 
(ΐή. 3)^ |-Γ ^*<Τ> 1,=

=•4^+4 (^)· =ί-*υ^ I<χ<ι,

= Α^-^ (ΐχΥ /// \=^ο<'·η) (λ«).

ΐί) 1, =-/+< Η<χ<1 > 1 = 4ρΜ ίΜ· κ) ί,= 

Ζ Χ3·Η 4^*1 1;- 4 (>%/,) (ι^).

ΈιβίβΊΚ : 1/ 'ί^ ~ Χ^Ί ) ϊ - (Ιλ, -λ«ι Ιζ,) 

Ζ)^=χ^ |-<<χ , (Μ. 3)^ = -^χ\

ο<χ<< , -^<4 (ΐ«3)· >ί·)
\ (ΙΰίΥ ■
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ΤΕΤΑΡΤΟ πΑΚΕΤΟ
ς/γγοεη ^γαξ/ ΤΰΝ

§4. Είν^Ι ίΖ^^/Μν ή=-0 ' <ίθί(

η ’ ·κ^
_γ_________ _*_

। I - (
Υ<&ΰ |4ί7^*νν (^ρϊΰ’ν.

^-^ίΓ.

6)^ -^<{(^)<-α ^· > γ'>-1 τ ο>^·
< -ί- < (ο/ί Λ^ί^σ’ί/^).

’· . 1 > .ι ' Λ
4*

—- ------ >  :—
(-<Γ

%)0 άρί(Ν,

ν 01 <**
$) 4ν ΚΧ(<) ΞΖΤ ~ ^ϊ

ΓΙ^κ) 

ϋ)^ί: 'άν ^(^=-1 ~ 

ε)Τ ΤΑ - Η/ ^-ί_- / /χ^>χ.; ρΜ χ-
οο)
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Ιϋϋΐί; ^—>(~<) . Λ/'

'Ι -1 <{(«] < Ο ±

7 χ ϊ κ *' , 4 τ
"1 > ~Λ--- ζ -00 Μ - <*> < ---- -4$α) ? <1 ■

^«ΐε : ύ*ν' -1 < <(7 ,

Ίβ 4(*)^ ί 4 ____ „ ϊ _----  ------>■ ---- .^ — οα . 
^χ| ( χ->χ^ Ο'

I /

Υ&0 ό^ισν.

ΠΜ££2Ο1^^

* Λ τ' Α^.

« 1--β<ο^^^<ϋ.

1-—  —_ — ψ οο
*-*χκ ίΓ

Ύ®Ό ό^((Ρ(/.

Κ/ν^ : <ΖΫ 0^

8β
+ οο .

{&)

Κχ)

ι)"^ ^)
Ί < Κ; < + ■

Λ- __ . 2^ .- / +
^(Γχ) χ-^χκ ί

(> χ -* °°)
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ί — Λ
ια) V {(%) 1

>«; Μ (χ,) . 7
Ι^'Ά'/ {Μ < 

(Α χ-^·*=)
’/(Αο σριου.

^(/γΜ: αν '^->Γ
1%) Ιί 4 < {(*} Ο00 \ X. - ί)}>7^ >— 41

, < I < I

ί/Η μοργΜ/ ορ(©ν7

αν 4 <^<+«7 0 ,

ίδ)'/|ν {60 —; + ~ τ^ζ Ύ^· ' ,?+· 

ΐΓ(-χ->

αν >+<* —^ΰ+.

ΓΜΠΰΖ/Γ^
ιέ)'ίιζ α,χ}ε, ζ οη ο

)( ^οα α^ριθζ^'^
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^ΐο] ννργ οη Α φΐ β^ιν αϋυμ&Μΐο

^-Ζ/^ιΓ^ + Κν]
' χ-^·ία> * χ—Ιολ~

ΤοΤί ίχϋ^ϊ : Κ

=(τά=) -~ °'· 1- κ\

ό ύμ χ ζμ αύ'ΐφ<Μ&>ϊ &&&χ

§1 Ε/^ί : 1'=/£) =-4 · ««'/=

- :?

α) \ ^οι^ ά/

νϋρΐ>\ , ξχ% ϋ^ύΰ α^ $[{'(%)] ~

- Κχκ) · ίΥχ«) ~ 0 ^/^\).

1) ^Χχο )

■1 = -^=-^ ίχ<° > ^"Τ· 3)'Ϊ,='Τ = *Χ' ίχ/ί?.
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ζ) 'ί< καί \ κοιρ^ιον ">0·

1 =Ίί - / ) %=4~· 1)1,--^!^ 
1 * θ<

4 -_Δ- . ?) X ~ ^ΫΧ I - τ *\ χ *\0 ) 4 = -— .
\ 7 3< 1 * 3,

ϊ) - ο ^· Γκ«) /μ]
^'ίΜ 4^*) νά

χκ } ί(θ?χ Ο ■

ΤΕχρ γ^ί +- χ } = γ- 1^>ι^ [ι<£ίν .

@ ^Μ<ο I ^>ο % 1.

. ΛΙΙ I ί , >1 / 3'

α) { >0 4λΰ(^Μ Λ/·ΰΐχ- ι/οψ*} 'ν
1' ζ 1 Γ \
£χΕ/ (Τ·^ (^<χρο< ^10/41).

ή ρ<"*, =

οο , = £ |^χ > Iό^ 1
Iχ<0 > %=ί, ■

Λ {"<0 1, ^/>^, \ -«Ο'Ρ·

Τ^^ίΐ^· ή =-χ"+ιρ<χ, νν · V

X οννχ Ιθ(Χ<·Γ ) ν^ί" ■
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Κ) χ ϊχ* δ'.'ΐ/· ^"(χ^Ο

(ι^^ι«' Κο6ΐ βτ^ι ιβίριοχν τσσ Κκ ■

1*^*^.· I -Ζ-εγχ , 1=γ ■

[ χκ τ ί

>1 , ! Ί

X > X οίηΜΤ^ΐα Μ &.<1· 

β^ο Γ Κ ί τΤτΎ 7 Ά Ί .

^γ^- =-4- < ΰ Ϊ,Ν ^“Χ ■

Τ&ρ γ§£( - χ* |- | }

I Μρ/ΰχ~) ?&ν / ίί ' ίΓ ’
* ^4 *

^) {?Χκ) <(0 /»ι«·χ [λ ■("(χ^), ναΧ

1^*1 ~°} >0 ■%(*,) ^·

Ι«ϊμ^. «ν/ίΐ/ί^ ■

ί) ύ**}-ο σ·^·

(ο^Ιϋ^^Οί' ψ( ^.<1. X (%)

Τ^ι-ΗοΤ ί/^ι/«9/;·μ «ώ<? γ,ο ^"'ίχή^Ο (^ι^Ί·α« ^ΙΧ'ί)

1
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(Β) /Μ/ο \ χ£(^)·

ί)’^ {ΐχ) >0 ~ -0 *«’ ^<0 ~ \ ί ·

α) >ο 5, «φ; «°« &«»
βΙ^Ο ά-γ ^>0 ,Ηρΐη

1 Γ 1 14 7

^ίΧκ)

I) ^ο^ο

^'^χ^φθ ίφΙ^ ΐ ^τ^~

Μ'<^·
(Πρ Λ <0 I ^;>ΰ \ ΐ.

II ί ' 'α) > Ο ^ν^-η .
I ) |

0 Ο Ί/νρ^ ΊλΟίί \ ^01^ V 4|

«ΛΧ. ^°ί^°< ·

ϊ) {"Μ-ο εχκ 5·.-«.[/(λ)φο]ι/μ
I

® {Κ) =0
α) ^Υχκ) > Ο 1 ^Μ = 0'
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\ (%) .
/) ^Ϋ*κ) ■= Ο }Ί>ί εχΜ'/ &. <Λ //ό ^ίΥΙ'Μή

ζνκοτν^

3<" 1 ^ι

{>»

Ια 4
+ | Ύϋθ{^ 1 1

| η «ϋ^ι^ « γ.</ .

—*·* 4 '·κνρϊ*| +" 1 ΊίΰΙ^

ϋ ί ^.<4· + I

Ια —-
4 1 Κ(7/^ Ί

4
7 £ 1ίΰ^ Ά ω^4η4ί 6<^.

—·· I + | ί(ύ/^Ά

0 X σ.ιζ· +

Ια 0

4 Ή^ΙΉ

0

—

—— /νηίγχ + λΜ(41

Ρ (/.4Ζ- 0 &< XX-

4<«

I-β 4·
+

ϊ

——
— ί -ΐίυρτ^

— £ 1
ξ Ίωρ ?Λή )

V ’ 91 / ·ίψ ΚΖ?(^ή 5| ΛΜρ'&'^ (Χ<χ.
0 I —

ι —
+

4

<Ι»Ι !-"·

/■ •
;

< ^ >' ! ^ Λ| βζ </,
0 (Γ-ΐΧ. —*

ϋβ 0
+ /«ΜΪΛ( — ^ύ/χ
— ^<9Τ + >»ηΪμ.

0 0
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χ-^χ*

= -~ ; ·*(ί£ ΛΫ ^(\)= ο
ί < ϊ

— — οο . —■ — — <χ ς 4 οο^ ζζ — οο . 
0+

ψ - +4 + \|"χ ;

-+<«,//£ άν ^ = 0 "

ϊ) ί(=±<-χ'ζζ = -^χ=-^
4 - .

(^. Ε/Υλζ ^Γχ) -------«7.
Χ-Χκ

(^ί)τ<σ ι^ι^^Ό) <τ^/. ζ- 3 { Ζχ· οί^; ; ,

δχ<φε ^[ύ( ^ο β.χ. ^-++οο 7

4(.^.^. Ι^οίΛ Ο^£ζ0ί ('ί) 3 <3-α^ί£-

τον ^Ιΐ^; ^=--±-=-^.
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ν* <*γ $ΕΎ ^~-

Υ(?νρδ ΎΛ5 ΰ^ΠΙΙ^> οΙΙ^ίό<Κκ&£ΙΛ 0&ιϋ3

ρβ^εΐ \Μ &^ϋμ : ^ζ--

β/χ 4
Μ7Μ*

χΓΑχ)'

1
Σ σ/κχ ,
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Ειγ^ΐ .· /(ΊΛ X = /(*?

Κ->0+ *· χ-·ρ+

1

*->ο4 % ***- * *-»·ο4
X

-1 /
—------- = - <6Μ
Χ^&χ) χ-^4

1
κ _ / + «*/

Υ ·?

4 Β, /
Τ 4 V 
Λ Χ~Κ(?+ *· 4

§ Η'* ΰ^ ΰιιΐΰΰίχ)^ Ύώγ

Ι^α/βΓ**: *

Ε;^ -Ο Μ ^-^''=ΰ.

- 3 ({} <>ιΒοΐΙ ~
= /[<}('/)] ■- -

ί/χ 1 1 «χ Ύ ~
। . ( ( , ι-^'3. Κα* *> γΐΥ^ 

^0 ,5^. /=(?
" β'--^ =

= ΙΓ^/τ^/τ/ + ς^^^4/4ή/
= ΑI ς /'/ — 3 - ς ^=

ί//

~ 4 ~^~
= σ,χ + ς ^<Μ = ~~^ .

“Ι/Ι^Ι; ίΜΓ- σ = { = Ο

ΥχεΚ. Ιώ, ίν 1-^77 V
ί ί1 Υχε£.
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ΙΓΑΓΑΔΕΙΓΜ/Ιτ^

V - Μλ = ±(ι, >Λ) £) ι 
'Χ<Η' 3Η=~^’ν-^ΑΧλ

1( = 1 (Ι,Α 5) X-^χ/«<χ<ϊ;
νί ^Μ· <Η=-^> V

=-ϊ+$Α \*< Ιφιπϊ-Ο.Μ > <^±(1,,^. ^)
Ι^χ; (^>α)·3)^.-χ-'/’^<Χ)

19) ^=-χψ<-χ (ΐε!^
ΐή 1, ^-ι-ύχ ί\ = ή. ΐί)

χ = -ϊ-^χ 0 > V 1; Λ' ^· \ =

= =

(ϊη ^)· 1ΐ) (ι,, ή.
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ΧΑΡΑ-Η ΤΗΣΕΚ ΤΗΣ

’ΪΓ^Ι
ΐ.ΐνοα χ -0 ιΐοα

”4 ) §νν|. τϊ^ϋΥίΜ Μϋ 
(Ο/)

■£^ε<(Χ

ς?Χ^χΜ - ^χ^=·?(3>
·>

-| -058 0 0.58 1

ν ι 3 V. V /

1>(^) =μψ^7+; - + ■ 'ΰ«ζε 'ίκο^
Α(-'Γ^Τ) > β(+ΕΧ,%).

-ΤΓ ' < X3· Λ

β'.-ψ. <5Το( <5^-

-Χ*

ι/.ο(^'>ίΦ^'!ά^) Ε(ο(όΙ53
-Τ' - ' 1

I ξ,^ΥΟΜΖΜ, αν € ~~^·
<&> βχ ) θ^^0·

^~ρΰ-Ί

ζ / 3^ζ- 
·Φία7<5α/ν τ.^ 0[οί-<{8^).Ή

~ (βχ^(8Χ^^^) ~

3.

~ + ^αί ^(^) -
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. ΤΓΛ ΕΟ/ν ■ Σΐϋ
Χ^ \ ^(*) ; ^= 1/^

^ίίΰ( κ ΰ[ ^«ΰ'ίήα^ ζΧΧ
7 Μ* Κ ιχ<κ !\ ζί^&ΜΜ νχΰεϊΜΧ

Ε^α/^κ^β/; 7Γσ(Υ ίζΧ«Χ χγ^-ψ] ί·<7(Ζ ^ΰ ·

·'ΰ<^ί XX
. ΰ’X Τ\ ί ί» X ’ Γ~ί7----------- ·*

β««: = ·>Χ ;/-.?χ · α^
I

^υ <χαι χ0
.5 ,ί

χ4

Γ ι ' Λ χ I X ”Η* χο ζ : ■( = & ~$Χβ
>(

X4
3.Χ €_ 

γ9· 
€

Ί χ4 

41

ί1 41 Λ/Χ'
€ ~0 X - ± {-

X X

2
X Η

,Χ XXX χ.-^χ

β1 X ΟΧ <4η X
& 3

Ζ& ύ^ $ ’■ -^ 4ά/χ X ύννγ ■ ΡΧιχ ~τ1 0-φχ - + /
χ =τΚΠ±£ .

° /· ’’ -ίχ .1 2.
Π<τ 7σ σ/·3: , {--^'αργ χχΓΓ^ ~3χ"

~^Χ±1ζ() ΗΧΙ χ -γ±2^. χ

εχ^) ί^ΰ(^<γοΟοίχ^

-1 41

= ± XX =
Γίύσ?« :

-,

= σ" ε
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ΜΕΛΕΤΗ ΤΗΣ 1 =
/
(Α*)*£

(Κ). - χ Ιο^Χ Ζ*λ/

(β^Ειθε ιβα«ε& δ).

®. Ζην - /*Χ ιΛΜ \~ ('

(Τ) $εα/ρίΰ

(£). βΐαΐρΰ Ζμλ/

(β^ίιθέ βα^ο ϊ) .
, /) Λ ι · ^χ9

% - (-ί^ν £

<β^γΰ ·

(^ ’ ζΖ - ' ,
^=β

£(β^ίβξ βααέΜ α) .

^5 ^ΰί^τϋν^Ε ιΙβοΛΰ'&ΐ'Κ.ιχ: 

Γ>.......Λ.„ϊ........................ ' 1 4 
~Λ

ΐΧΊ<Ρ'2ί'ν1· Έίβΐ·<3ΆΑ 7^?Χ ----> ~οϋ 1

—> + . Ά χ < ϋ I ϋ <χ < ,

^) Είν/νι ·- ί'Αχ/ - ^~~ -Ο ο

ά^ΐί'ΖΑΎΟ' ΊΛ\ ΰ’Ήγάϋ Έι^ί^, ^0 ^ΰ(χ<^

/~^ > ο 11 <χ ί ■ - 0■ ύΤ0

(ς ο) σρί (ϊ> ιόίψψγιν^ο$). ιλ(ά ^=-
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·'· - -χΓ ^χ) > 0) - 2 > 0, ^=
->' ί) 1 '-Ό ίν Ί-&ηχ =(/ χ-&' ιΧΜ ^(β.) ~ , (/)$££ ΰιο

(ε,ή &-Κ· ------- > + οο 
Κ->0+ Ί

β (.(*$ 1
Γ7. ®.νΜ $ = 6 ~

>1 ? I >1= 0 ''"'* Χ=4 ' ΧΉρΟΐΧΐΟ 4?

χ <β ^χαί >0 Ρ < χ

/

η'.Κ. ΈΜΜΧ>τ ^0

ΰ'τό (4}^ ^ι*ι (1,

ζζ%>0 1 ^.^ιή. Γ(·ν^ Γί ^Ζ/-^

*
αίζ^Ϋ^χσχ · ^Εν' σ'.<Χ. £άΡ/ΰ'<^/

ν< ------> + Οθ 7 1/.4 .ά? ·
° χ-*0·* 1

®. £"μ· ιζ—(ί^ ^- ·=- β■) | ! , }"οΐχ 1^ =0 χζ^ ■ αίφποίΐ# (Χ.ν.
Μ = 

χ β 
^(Ηϋ^} ^θ\

0<χ<'ί 1 λαοχ ®ο 4 < χ ζ^_> | . \Χαχ - 4 .

1'1ϋ^ξ ΰΤΰ

Λλαλ =>·

(4,1) ’ί\^ί

"ΐ((^χ) , "(ή =2, -^ο/

£/ν^. £<νΑΖ ίί ~ ^/«χ ~1 - Ο
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ΘΕΜΑΤΑ ΓΙΑ ΣΥΖΗΤΗΣΗ
ΑΠΟ ΤΗ ΜΕΛΕΤΗ ΤΗΣ γ=(1 +α>' - (1 +αχ) ΣΤΗΝ ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ ΒΕΒΝΟυΐΙΙ

Αναστάσιος Περιστερόπουλος
ΤΕΙ Πατρών

ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΤΩΝ χ, = (1 + α)’, γ2 = 1 + αχ

| Προλεγόμενα 1: | Δίνονται χ3 = χ, χ4 = 1η (1 +χ) με - 1 <χ και ζητείται να συγκριθούν. 

Έστω η προφανώς συνεχής συνάρτηση: ν = χ3-χ4 = χ-1η (1+χ) με -1<χ. (σχ. 1)

1 χ χ
Είναι: γ' = 1---------=------- . Εξετάζουμε την ανισότητα------ >0 — χ(χ+ 1)>0.

χ+1 χ + 1 χ+1
Ώστε, αν χ< - 1 ή 0<χ — χ' >0, δηλ. χ I V χ€Κ + 

και επειδή χ(0) = 0—χ = χ3-χ^>0, δηλ. χ3>χ4. Ομοίως, αν -1<χ<0—χ' <0, 
δηλ. χϊ V χ€(- 1,0) και άρα ( επειδή χ(0) = 0) χ = χ3-χ4>0, δηλ. χ3>χ4. 

Τελικά, χ3>χ. V χ€(- 1,0)0(0, + α>).
Ί

Σημείωση: Η γραφική παράσταση της χ = χ-1η(1 +χ) αποδίδεται στο σχ. 2.

I Προλεγόμενα 2:1 Δίνονται χ4= 1η(Ι +χ), γ} = -^— με -1 <χ και ζητείται να συγκρι- 
--------------------------- χ+1 
θούν, (σχ. 1).

Είναι: χ' = χ4' -χ,' =... - -------— .
(χ+1)2

Ώστε, αν 0 <χ -χ '>0 δηλ. χ ί V χ € Κ 4 κι επειδή χ(0) = 0- χ = χ4 - χ5 > 0, δηλ. χ^ > χ3.
Ομοίως, αν - 1 <χ<0 —χ' <0, δηλ. χϊ V χ€Ξ(- 1,0) και άρα ( επειδή 
χ(θ) = θ)χ = χ4-χ5>θ, δηλ. χ4>χ3. Τελικά, χ4>χ3 Vχ€(-1,0)0(0, + οο).

ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Γ - 1990 - τόμος 7, τεύχος 26 
© Ελληνική Μαθηματική Εταιρεία
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ΘΕΜΑΤΑ ΠΑ ΣΥΖΗΤΗΣΗ / 71

Σημείωση: Η γραφική παράσταση της γ = 1η(1 +χ)---------- , αποδίδεται στο σχ. 2.

Εισαγωγή στο θέμα: Αν είναι Υ = Υ2 - Υ2 = (1 + α)*-(1 +αχ) = (1 + α/- 1 -αχ—γ' =
= (1 + α)1 1η(1 + χ) - α. Ακρότατο έχουμε όταν (1 + α/ 1η(1 + α) - α = 

α α
= 0—(1 +α),"=------------. Είναι δε 1 <--------------<1 +α, αν α>0 και

1π(1 + α) 1π(1+α)

α
1 +α<-------------<1, αν - 1 <α<0, (βλέπε προλεγόμενα 1 και 2).

1η(1 + α)

Άρα για 0<χί<1 έχουμε ακρότατο για την γ = Υ|-γ2. Είναι ακόμη:
γ" =(1 +α)' [Ιη(Ι +α)]2>0 V χ€Κ. "Αρα η χ είναι κοίλη, οπότε το ακρότατο είναι ελάχι­
στο. Κι επειδή γ(0) = 0 και γ(1) = 0 συμπεραίνεται ότι:

Αν χ<0—γ,>γ2, αν χ=ν=0—γ, = γ2, αν 0<χ<1 — γ,<γ2, αν χ = ν = 1—γ1 = γ2 και
αν 1 <χ = ν—Υ!>Υ2, V ν€Ν. Ώστε είναι: (1 + α)*^1 +να, νν€Νκαια>-1.

Τα σχήματα 3 και 4 αποδίδουν τις γραφικές παραστάσεις των γ = (1 +«)’-1 - αχ με

-1 <α<0 και 0<α αντιστοίχως (με α=----- και — αντίστοιχό/οπότε, Χο =0,47
2 2

και 0,52).

Τα σχήματα 5 και 6 αποδίδουν τις γ, = (1-ία/, γ2 = αχ+1, με-1 <α<0 και 0<α αν- 
τιστοίχως.
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Στ<?

0ΕΜ/1Ρ ΓΜ Ζ/ΖΗΤΗΣΗ

Σ7ΓΚ?ΙΙ« τακ

^.Χεγ(&ίρΰ<ί>νν^$ 

Τ.Ε.Ι. Ίν«2·^\[,

— 0 IX - χ , = Μχ /0<χ? ^(ΰ'ή

Τίϋ)(05 2ϊ; ϊΰ/ιΰ$ Τ} Γ -·1^ΰ ίτ^ ζ^ν^'ί Λκ&φ*>

ΊΜΜ ΕΖιχλ ?&(&■> Αζ χ) <Χ
1 · Α /χ^· -X, 5·η>|. τι /

~ χ ^νΛί ίχο^ . Κ^ £Υ ο <<&\ *\ ε/νοα. £ </αι

•ιΖλ'^'ζ'^. /ρ ^ύοΣ'Ζ(?ΰ^Ε 'το :

Ειγ«α ^~ι&χ >ο \

<?. 1/ - Αχ ε/ναζ -καί ΊΟ/ρΐ^. ^.(οζ/ ξζγα'ζ
<ύϋρ&Ί .

Αο'^/ίι/^ ϋτο ^ωΐΣ'ίψιχ ξ/Χ'ύΖί ·. Τ^0ΧΌΧ(_ 0<-

/ήο^ν^έ «ννγΖ'Κ^ = άχ, (ΤρογεΜ

β~1 1 Ι^χ1

=ΰ
Εί&ίβΜ, ^ί^ϊ)χ^4 - 

χ« -

-(-^) ■ ^4 Ε·(θΜ αί^ΰ^'Μ ■

&(<β-ΐ)χ& 7' ' "
■Α

X

<

1 X ο 
Γ =

- ί
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Εύαγγ. 2. Σταμάτη

ΚΡΙΤΙΚΗ ΤΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ
Αναστασίου Φ. Περιστεροπούλου

ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΟΥ ΑΠΟΛΛΩΝΙΟΥ Ή ΤΩΝ ΕΠΑΦΩΝ 

σελίδες 126, Άθήναι 1972

*Ο έκ τής πόλεως Πέργη τής Παμφυλίας, τής Μ. 
Ασίας, διάσημος μαθηματικός τής άρχαιότητος Απολλώ­
νιος, ό άποκαλούμενος συνήθως Απολλώνιος δ Περγαΐος, 
ή «δ μέγας γεωμέτρης Απολλώνιος» (1), ήκμασε κατά τον 
3ον αΐ. π X. /περίπου 260- 130 π. X ). ήτοι ήτο νεώτε- 
ρος τού Άρχιμήδους 30 έτη περίπου. Είχε γράψει πλεϊστα 
συγγράμματα καί έθεωρείτο έφάμιλλος τού Άρχιμήδους 
Τδ σπουδαιότερον έργον του είναι Περί τών κωνικών το­
μών είς 8 βιβλία, είς τδ όποιον δ Απολλώνιος είχε δώσει 
τδν τίτλον «Κωνικών». Έκ τών όκτώ τούτων βιβλίων έσώ- 
θησαν τά τέσσαρα πρώτα είς τήν Ελληνικήν καί τά έν 
συνεχεία τρία είς τήν άραβικήν, έν φ τό όγδοον άπωλέσθη. 
Τά τέσσαρα πρώτα βιβλία τών Κωνικών έκυκλοφόρησαν 
έν τή Δυτική Εύρώπη είς τήν λατινικήν περί τδ.έτος 1250 
καί έξής Τό Ελληνικόν κείμενον μέ λατινικήν μετάφρα- 
σιν έξεδόθη τδ πρώτον, διά τού τύπου, είς τήν Όξφόρδην 
κατά τδ 1710, ύπό τού περίφημου μαθηματικού καί Αστρο­
νόμου Άγγλου, Χάλλεύ (Ηεΐΐβγ). Ύπδ τού ίδίου έξεδόθη- 
σαν κατά τδν αύτδν χρόνον έν Όξφόρδη είς τήν λατινι­
κήν καί τά βιβλία 5, 6, 7 τά σφζόμενα είς τήν άραβικήν. 
Λίαν δέ προσεχώς δλα τά σφζόμενα έργα τού Άπολλω- 
νίομ θά έκδοθώσιν έν Άθήναις ύπδ τού Τεχνικού Επιμε­
λητηρίου τής Ελλάδος.

Μεταξύ τών Απολεσθέντων συγγραμμάτων τού Άπολ- 
λωνίου μνημονεύεται καί τδ Περί έπαφών (2). Έκ τών πλη­
ροφοριών τάς όποιας παρέχει σχετικώς δ Πάππος (Αλε­
ξάνδρεια, 4ος αίών) έγινεν άνακατασκευή τού περιεχομένου 
τού βιβλίου τούτου ύπδ τού Γάλλου μαθηματικού νίόΐο 
(1540 — 1603) <31, άκολούθως δέ υπό τών άλλων Ευρωπαίων 

ίίλβΓ ( Αποσπάσματα τών προσωκρατικών φιλοσόφων), Βε- 
ρολίνον 1951, τομος Α', σελ. 426.

1) ΑΓοΗίπιεάΐδ ορετε οπιοΐε (Άρχιμήδους Άπαντα) 
τόμος Γ', σελ. 84—88. Έκδ, ΙοΚεη Ε. ΗεΐύβΓΒ καί Ενεη- 
<«105 δ. δί&ιη&ΐΐε, Βΐιιΐ&ει-άΐ&ε ($ίυίί£&Γί Δυτ. Γερμα­
νίας), Έκδοτ. Οίκος Β. Ο. Τεαδηβτ, 1972-

2) Εύαγγέλου Σ. Σταμάτη, Τό δήλιον πρόβλημα καί 
ή τριχοτόμησις γωνίας, Άθήναι 1949.

3) Μαυρικίου Α. Μπρίκα, Τά περίφημα άλυτα γεω­
μετρικά προβλήματα τής άρχαιότητος, Άθήναι 1970.

μαθηματικών. Μεταξύ τών άλλων έκδόσεων σημειούμεν τήν 
γερμανικήν έκδοσιν, είς μηνιαία τεύχη άπό τού 1881 κ. έ. 
καί τήν συνολικήν έκδοσιν κατά τό 1881 (4;.

Ό κ. Περιστερόπουλος δρθώς σημειώνει είς τήν Ει­
σαγωγήν. δτι τό κύριον πρόβλημα Είναι «Νά γραφή περι­
φέρεια, έφαπτομένη τριών δοθεισών περιφερειών. Επειδή 
όμως έν σημείον δύναται νά θεωρηθή ώς περιφέρεια μέ 
κέντρον τό σημείον τούτο καί άκτίνα μηδενικήν, ώς καί 
μία εύθεΐα δύναται νά θεωρηθή ώς περιφέρεια μέ άκτίνα 
Απείρως μεγάλην διά τούτο τό γενικόν πρόβλημα τού Άπολ­
λωνίου άναλύεται είς τά έξής δέκα προβλήματα:

1. Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη έκ τριών δεδο­
μένων σημείων.

2. Νά γραφή περιφέρεια έφαπτομένη τριών δοθεισών 
εύθειών.

3. Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη έκ δύο δεδομέ­
νων σημείων καί έφαπτομένη δοθείσης εύθείας.

4. Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη έκ δοθέντος ση­
μείου καί έφαπτομένη δύο δοθεισών εύθειών.

5. Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη έκ δύο δεδομέ­
νων σημείων καί έφαπτομένη δοθείσης περιφερείας.

6. Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη έκ δοθένεο; ση­
μείου καί έφαπτομένη δοθείσης περιφερείας καί δοθείσης 
εύθείας.

7. Νά γραφή περιφέρεια διερχομένη έκ δοθέντος ση­
μείου καί έφαπτομένη δύο δοθεισών περιφερειών.

8, Νά γραφή περιφέρεια έφαπτομένη δύο δοθεισών 
εύθειών καί δοθείσης περιφερείας.

9. Νά γραφή περιφέρεια έφαπτομένη δοθείσης εύθείας 
καί δύο δοθεισών περιφερειών.

10. Νά γραφή περιφέρεια έφαπτομένη τριών δοθεισών 
περιφερειών.

Είς έκαστον τών Ανωτέρω δέκα προβλημάτων ό κ. Πε- 
ριστερόπουλος παραθέτει άνάλυσιν, σύνΟεσιν. άπόδειξιν και 
διερεύνησιν. Διαπραγματεύεται δέ έκαστον πρόβλημα μέ 
βαθυτάτην γνώσιν όλων τών λεπτομερειών αύτού, μέ πά­
σαν δυνατήν Απλότητα καί σαφήνειαν. Είς τήν Ελλάδα 
διά πρώτην φοράν δημοσιεύεται τό πρόβλημα τών Έφα- 
φών τού Άπολλωνίου μέ πληρότητα. Εκείνο τό όποιον 
προκαλεϊ έντύπωσιν καί τιμά Ιδιαιτέρως τήν έργασίαν τού 
συγγραφέως είναι ή διερεύνησις έκάστου τών δέκα προ­
βλημάτων.

Ό κ. Περιστερόπουλος δέν έφείσθη κόπων νά άντα- 
ποκριθή είς τάς νεωτέρας έπιστημονικάς άξιώσεις διά τό 
πρόβλημα τών Επαφών τού Άπολλωνίου. *Η είς τήν Εισα­
γωγήν τού βιβλίου Αναφερομένη πρόθεσις τού συγγραφέως, 
όπως έκδώση λύσιν τού περιφήμου τούτου προβλήματος 
καί διά τών Άνωτέρων Μαθηματικών, έπιτρέπει πλείστας 
έλπίδας είς τάς μαθηματικός έρεύνας τού κ. Περιστεροπού- 
λου, ό όποιος είς τήν περιοχήν τού προβλήματος τών 
Έπαφών θά συνδέση τήν Αρχαίαν Ελληνικήν έπιστήμην 
μέ τήν σύγχρονον μαθηματικήν έξέλιξιν.

Βιβλιογραφία

(1) Αροΐΐοηΐΐ ΡβΓΒεεί, I. Ε. ΉβίόβΓΒ, νοί. 2, σελ. 
170, 22 - 24.

(2) Ρερρυδ Αϊβχεηάηηυδ, ϋοΐΐεοίίοηίε, Ρ. Ηιιΐίεείι 
νοί. 2 σελ. 636, 21.

(3) Ρτεπεοίε νίέίβ, Ορετε ΜείΠεπιείΐοε, Εείάεη 
(Όλλανδία) 1646 Άνατύπωσις Ο. ΗίΙάβεΗείπι (Γερμανία)- 
Ν. Υοτίε 1970, σελ. 325.

(4) ΚΙογβΓε Εηοχλίορέάίο, <13$ ΑροΙΙοηΐδούεΒβΓϋΙι- 
Γυη^δ — ΡτοΜεπι, Η. Οτεηζ, 5ίυίί£&Γί >89 .

Εύάγγελος Σ. Σταμάτης
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ΚαΒηϊΠΤής Λ. Α. ΚΑΠΠΟΣ 
ΠΡΟΕΔΡΟΣ Ε. Ε. Α. Ε.

ΒΑΣΙΛΕΙΟΝ ΤΗΣ ΕΛΛΑΔΟΣ 
ΥΠΟΥΡΓΕΙΩΝ ΠΟΛΙΤΙΣΜΟΥ ΚΑΙ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ 
ΕΛΛΗΝΙΚΗ ΕΠΙΤΡΟΠΗ ΑΤΟΜΙΚΗΣ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ 
ΚΕΝΤΡΟΝ ΠΥΡΗΝΙΚΩΝ ΕΡΕΥΝΩΝ «ΔΗΜΟΚΡΙΤΟΣ» Τηλ. Δχεύβ.: ΕΛΛΑΤΟΜ

Τηλέτυπον : 216.199
Τηλέφωνον: 6 5 3.021

Έν Αγία Παρασκευή ^9^0 Ι&χρτΙον Ί979

"Υπουργείου "Εθνικής Παιδείας 
καί θρησκευμάτων 
Δ/νσιν Μέσης "Εκπαιδεύσεως
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 η ΘΕΜΑ : "Απδσπασις Καθηγητοϋ Μαθηματικών Α.ΠΕΡΙΣΤΕΡΟΠΟΥΛΟΥ. .

ΣΧΕΤ.: "Η άπδ 50.3.73 αΐτησις τοδ άνωτέρω," περί άποσπάσεώς 
του είς Ε.Ι.Β., δμάδα Καθηγ.Δ.Α.ΚΑΠΠΟΥ".-

'Ο Καθηγητής κ.Α.ΠΕΡΙΣΤΕΡΟΠΟΥΛΟΣ έργάζεται άπδ πολλοί! είς 
προβλήματα σχετικά μέ τδ έργου τοδ "Ελληνος Μαθηματικού τής άρχαιδ- 
τητος 'Απόλλωννίου.

'ΐστορικαί έρευναι σχετικαί πρδς τά μαθηματικά τής άρχαιδ- 
τητος δέν έτυχου συστηματικής καλλιέργειας είε τήν χώραυ μας, καίτοι, 
κατά τήν ,.νώμην μου, τοιούτου είδους ερευνάι έπρεπε νά ένισχΰωνται.

’Ος γνωστόν, δ "Επίτιμος "Εκπαιδευτικές Σύμβουλος κ.ί.ΣΙΑΜΑ­
ΙΕΣ . είναι ο μδνος δ όποιος διενεργεί τοιαύτας έρεύνας. Τελευταίως 
δέ εργάζεται είς τήν μετάφρασιν των έργων τοδ *Απολλωννίο·.

"Εχω τήν μνώμην 5τι τδ "Υπουργεϊον Παιδείας θά ήδύνατο νά 
προβή είς τήν θυσίαν, δπωο δ κ.ΠΕΡΙΣΤΕΡΟΠΟΥΛΟΣ άποσπασθή είς "Αθή­
νας καί ένταχθή είς μίαν ομάδα έρευνων, τήν όποίαν διευθύνω είς 
Ε.Ι.Ε. καί ουτω, όπδ τήν έπίβλεφίν μου, βοηθήση τδ έργον τοΒ κ. 
ΣΤΛ11ΑΤΗ καί προσωπικως άσχοληθή μέ ΐστορικάς έρεύνας.

"Ενεκα των άνωτέρω προτείνω τήν άπόσπασίν του εις "Αθήνας.-

ΚαθηγηΐήρΔ. Α .ΚΑΠΤΓΓ®"^

/κη
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ΜΑΥΡΙΚΙΟΣ Α. ΜΠΡΙΚΑΣ
ΟΜ . ΚΑΘΗΓΗΤΗΣ 
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟΥ ΑΘΗΝΩΝ 
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πΡΟΒΑΗΜΑ Μ.
§ 50. ΙΓροζάσσο^εγ ι&ρνζίιτναΛ ι&ροζάιτΜ ζΐΥου> β,αψε- 

ζρ<·«α4 «αί <κ/Αο^α.νύσρ»γ γαώταΑ.

§51 . ο^ ί\^οχζα/ &ίσ νρίγυγα Α8Γ «μ Αβά }ζαιοώτα#στε

ίυμ' θα Ζή ζαΖχα εΐναα ομοια.

'^όία^· 1= ζρόιΑοζ: /οψ&ΧΎο-

ρ&ν (,&ί Αβ ζό Α8ί=Α1Β1 ααί ιώί 

τ^> Α^ ζά ΑΓ. -Α£ , ΰ^σζί Α^-Αϋ-κία 

α.ρα ^Ι/βΓ.Έαο^'γνΛ ζρ ΑβΛ % ζρΑίΓ.

ϊ 1-

β X Γ

Σύ.50.

£

Τά ορ^^γιοι ζρΐρπα Α83Γ^ ( ^όζι Α^Γ} - ΑβΓ = ϋ^ίηχ' εί­

ναι ϊ<τα. 'ψρα: η» Αβξ ϋχρΑΒΓ. 2= τρόιΑοϊ :*Εαορεγ $| ύ<βσ8κεΜ·
,« Τ'- ■%>*

ξ52. ή 4ίδοχζαι α,γιΰνΐ βεριγερααγ (κ) ααΐ(.Λ) ααι η 

ΐίοιγή ε^ζερια.^, αίτ^ Α8. ^ζμ. (βροενζ&Ύο^Μ

ζέργει® Ζ'γγ ιί>ρο€ϋΖα<ηγ ^ιααζεγερον ΚΛ &ίΑ ζυ (Γ^αογ 0· 

’^ν αί ^ζίγα ΚΓ ααΐ ΑΑ. είναι ααρά^^σί Ήοα ο^όρρο<βο<) τάζε

Ή ΓΔ ^ιέρχΕΥβα μ. ζοΰ 0. Και 0ίΥ^(Γζρ<ό(ραΛ. 

^^εί^>·'Έσζΐν οΐα

Ο

Σ*.5Ί.
49

V ΓΔ {άροίϋΖξίγο^'γ'ίΙ ζίρπίί
Ζ^λ) ξι^ντροΥ ΚΑ είλπαι- — 

υέίΟΥ 0^ . <(Μ&: = 77 .
Γ * Ο,Κ ΚΓ

Ή 49 σελίδα τοϋ Α' βιβλίου μου: «Ίο πρόβλημα τοΰ Απολλώνιου ή τών επαφών», όπου διατυπώ­
νω τέταρτο κριτήριο ομοιότητας τριγώνων (ορθογωνίων). Γιά πρώτη φορά τοΰτο έγράφη σέ Γεωμε­
τρία τοΰ Ο.Ε.Δ.Β. τό 1976· έπροτάθη δέ καί στις πανελλήνιες εξετάσεις τοΰ ’81.
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’ Αποκόψτε τό γραμμοσκιασμένο στό κανονικό έξάγωνο.
Αναδιπλώστε τό άπομεϊναν πάνω στις ακμές.
Προκύπτει (άποδεικνύεται) ένα σχήμα τής Στερεομετρίας.
Άς τό ονομάσουμε: «ρομβοκύβο».
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